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Annotatsiya. Bir o‘lchamli panjaradagi ikkiita ixtiyoriy zarrachali sistema 

gamiltonianiga mos Shredinger operatorining muhim spektridan tashqarida yotuvchi 

xos qiymatlarning mavjudligi shartlari topilgan. Shuningdek, xos qiymatlar soni va 

o‘rni qaralayotgan operatorning parametrlariga bog‘liq holda topilgan.  

Kalit so‘zlar: bir o’lchamli panjara, muhim spektr, xos qiymat, karrali xos qiymat  

Абстракт. Найдены условия существования собственных значений, 

лежащих вне существенного спектра оператора Шредингера, соответствующего 

гамильтониану системы двух произвольных частиц на одномерной решетке. А 

также найдено количество и их расположение собственных значений в 

зависимости от параметров рассматриваемого оператора.  

Ключевые слова: одномерная решетка, существенный спектр, собственное 

значение, кратное собственное значение  

Abstract. Conditions for the existence of eigenvalues lying outside the essential 

spectrum of the Schrödinger operator corresponding to the Hamiltonian of a system of 

two arbitrary particles on a one-dimensional lattice are found. And also the number and 

their location of eigenvalues were found depending on the parameters of the operator 

under consideration.  

Keywords: one-dimensional lattice, essential spectrum, eigenvalue, multiple 

eigenvalue  

𝑇 = (−𝜋, 𝜋], 𝐿2(𝑇) – 𝑇 da aniqlangan kvadrati bilan integrallanuvchi 

funksiyalarning Hilbert fazosi bo‘lsin. 𝐿2(𝑇) fazoda quyidagi formula orqali 

aniqlangan  

ℎ(𝑘) = ℎ0 (𝑘) − v     (1) 
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operatorni qaraymiz, bu yerda ℎ0 (𝑘) ushbu 𝜀𝑘 (𝑝) = 1 𝑚1 𝜀(𝑝) + 1 𝑚2 𝜀(𝑘 − 𝑝), 

𝜀(𝑝) = 1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑝 funksiyaga ko’paytirish operatori va v esa 𝑣(𝑝 − 𝑠) = 𝜇𝑐𝑜𝑠𝑙(𝑝 − 𝑠) + 

𝜆𝑐𝑜𝑠𝑛(𝑝 − 𝑠) yadroli integral operator. 𝑚1 𝑣𝑎 𝑚2 lar mos holda 1- va 2- 

zarrachalarning massalari, 𝑙 𝑣𝑎 𝑛 – yig’indisi toq natural sonlar. 1-lemma. (1) formula 

orqali aniqlangan ℎ(𝑘) operator o’z-o’ziga qo’shma va chegaralangandir. Ma’lumki, 

Veyl teoremasiga asosan ℎ(𝑘) operatorning muhim spektri ℎ0 (𝑘) operatorning spektri 

bilan ustma-ust tushadi, ya’ni ℎ(𝑘) operatorning qo’zg’atuvchi qismi kompakt 

ekanligidan uning muhim spektri o’zgarmasdan qoladi. Shuning uchun 𝜎𝑒𝑠𝑠(ℎ(𝑘)) 

to’plam 𝜀𝑘 (𝑝) funksiyaning qiymatlar sohasidan iborat bo’ladi, ya’ni 𝜎𝑒𝑠𝑠(ℎ(𝑘)) = 

𝜎(ℎ0 (𝑘)) = [𝑚(𝑘); 𝑀(𝑘)] bu yerda  

𝑚(𝑘) = min 𝑝 𝜀𝑘 (𝑝), 𝑀(𝑘) = max 𝑝 𝜀𝑘 (𝑝) 

v≥0 ekanligini hisobga olsak, u holda quyidagi tengsizlikka ega bo’lamiz  

sup(ℎ(𝑘)𝑓, 𝑓) ≤ sup(ℎ0 (𝑘)𝑓, 𝑓) = 𝑀(𝑘)(𝑓, 𝑓), 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑇). 

Shuning uchun ℎ(𝑘) operator muhim spektrdan o’ng tomonda xos qiymatga ega 

emas, ya’ni 

𝜎(ℎ(𝑘)) ∩ (𝑀(𝑘), +∞) = ∅. 

1-faraz. Faraz qilaylik, 𝑚 = 𝑚1 = 𝑚2 va 𝑘 = ± 𝜋 2 bo’lsin. Quyidagi belgilashlarni 

kiritamiz 

𝜇 0 (𝑘) = 1 𝑠𝑙 (𝑘;𝑚(𝑘)) , 𝜆 0 (𝑘) = 1 𝑠𝑛(𝑘;𝑚(𝑘)) , (2) 𝑐𝑟 (𝑘; 𝑧) = ∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑟𝑠𝑑𝑠 �̃�𝑘 𝑇 

(𝑝)−𝑧 , 𝑠𝑟 (𝑘; 𝑧) = ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑟𝑠𝑑𝑠 �̃�𝑘 𝑇 (𝑝)−𝑧 , 𝑟 = 𝑙, 𝑛 (3) 𝜀𝑘 ̃ (𝑝) = 1 𝑚1 + 1 𝑚2 − √ 1 𝑚1 

2 + 2 𝑚1𝑚2 𝑐𝑜𝑠2𝑘 + 1 𝑚2 2 cos2p. 

1-teorema. 1-faraz bajarilsin. U holda ixtiyoriy 𝜇, 𝜆 ∈ 𝑅+ sonlar uchun ℎ(𝑘) 

operatorning muhim spektrdan chapda karraligi bilan hisoblanganda 4 ta xos qiymatga 

ega va ular 𝑧1 = 𝑧2 = 2 𝑚 − µ𝜋 va 𝑧3 = 𝑧4 = 2 𝑚 − 𝜆𝜋 bo’ladi.  

2-teorema. 1-faraz bajarilmasin. U holda ixtiyoriy 𝜇, 𝜆 ∈ 𝑅+ sonlar uchun ℎ(𝑘) 

operatorning muhim spektrdan chapda karraligi bilan hisoblanganda 2 + 𝛼(𝜇, 𝜆) ta xos 

qiymatga ega, bu yerda  

𝛼(𝜇, 𝜆) = { 0 , 𝑎𝑔𝑎𝑟 µ ≤ 𝜇 0 (𝑘), 𝜆 ≤ 𝜆 0 (𝑘) 1, 𝑎𝑔𝑎𝑟 µ > 𝜇 0 (𝑘), 𝜆 ≤ 𝜆 0 (𝑘) 𝑦𝑜𝑘𝑖 

µ ≤ 𝜇 0 (𝑘), 𝜆 > 𝜆 0 (𝑘) 2, 𝑎𝑔𝑎𝑟 µ > 𝜇 0 (𝑘), 𝜆 > 𝜆 0 (𝑘). 
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h(k) operatorning xos qiymatlari. 𝐿2(𝑇) fazoda ℎ(̃𝑘) operatorni quyidagi ℎ̃(𝑘) = ℎ ̃

0 (𝑘) − v formula orqali aniqlaymiz, bu yerda ℎ̃ 0 (𝑘) quyidagi  

𝜀�̃� (𝑝) = 1 𝑚1 + 1 𝑚2 − √ 1 𝑚1 2 + 2 𝑚1𝑚2 𝑐𝑜𝑠2𝑘 + 1 𝑚2 2 cos2p 

funksiyaga ko’paytirish operatori. Ushbu unitar 𝑈: 𝐿2(𝑇) → 𝐿2(𝑇) operator 

quyidagi formula orqali aniqlangan bo’lsin:  

(𝑈𝑓)(𝑝) = 𝑓 (𝑝 − 1 2 𝜃(𝑘)), 

bu yerda  

𝜃(𝑘) = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 1 𝑚1 + 1 𝑚2 𝑐𝑜𝑠2𝑘 √ 1 𝑚1 2 + 2 𝑚1𝑚2 𝑐𝑜𝑠2𝑘 + 1 𝑚2 2 . 

U holda ushbu 

(𝑈 −1𝑓)(𝑝) = 𝑓 (𝑝 + 1 2 𝜃(𝑘)) , 𝑓 ∈ 𝐿2 (𝑇) 

tenglik o’rinli. 2-lemma. ℎ(𝑘) operator ℎ̃(𝑘) operator bilan unitar ekvivalent, ya’ni 

ℎ̃(𝑘) = 𝑈 −1ℎ(𝑘)𝑈 tenglik o’rinli.  

3-lemma. 𝑧, 𝑧 < 𝑚(𝑘) soni ℎ(̃𝑘) operatorning xos qiymati bo’lishi uchun ∆(𝑘; 𝑧) 

= 0 bo’lishi zarur va yetarli, bu yerda  

∆(𝑘; 𝑧) = (1 − µ𝑐𝑙 (𝑘; 𝑧))(1 − µ𝑠𝑙 (𝑘; 𝑧))(1 − 𝜆𝑐𝑛 (𝑘; 𝑧))(1 − 𝜆𝑠𝑛 (𝑘; 𝑧)). 

Bu holda ∆(𝑘;∙) funksiyaning noli ℎ(𝑘) operatorning xos qiymatlari bilan ustma-

ust tushadi.  

𝑀 fazoda ‖𝑢‖ norma 𝑙 > 0 son bilan chegaralanganda maksimal tezkorlik 

masalasini konkret holda ko’rib chiqamiz. 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 boshlang’ich va 𝑥(𝑡1) = 𝑥 ∗ (𝑡1) 

chegaraviy shartli (1) sistemani olamiz. Maksimum prinsipi haqidagi teoremaga asosan 

Pontryagin funksiyasini tuzib olamiz:  

𝛱 = 𝛱(𝑥, 𝜓, 𝑢) = −1 + 𝜓𝐴(𝑡)𝑥 + 𝜓𝐵(𝑡)𝑢.  (1) 

Agar 𝑢 − skalyar deb faraz qilsak, u holda optimal boshqarish 𝛱 funksiyaning |𝑢| 

≤ 𝑙 bo’lgan holi bo’yicha maksimum shartidan aniqlanadi, yani  

𝑢(𝑡) = 𝑙𝑠𝑖𝑛𝑔𝜓(𝑡)𝐵(𝑡),   (2) 

bu yerda 𝜓(𝑡)  bilan �̇� = −𝐴 ` (𝑡)𝜓.  tenglamaning yechimi. Pontryagin nazariyasi 

bo’yicha keying tavsiyalar shundan iboratki,  sistema uchun shunday 𝜓(𝑡0 ) = 𝜉 

boshlang’ich shartlarni toppish kerakki, bu shartlarga mos keluvchi 𝜓(𝑡) yechim 

shunday bo’lsinki, (2) boshqaruv berilgan 𝑥(𝑡1) = 𝑥 ∗ (𝑡1) chegaraviy shartda sistemani 
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hosil qilsin. Lekin bu 𝜓(𝑡0 ) = 𝜉 boshlang’ich shartlarni yanada qulayroq aniqlashga 

tavsiyalar bevosita maksimum prinsipi teoremasidan kelib chiqmaydi. Agar (2) ning 

barcha yechimlarini  

𝜓(𝑡) = 𝜓(𝑡0 )𝛹(𝑡) = 𝜉𝛹(𝑡),   (3) 

bu yerda 𝛹(𝑡) − (2) tenglamaning fundamental yechimlar matritsasi, ko’rinishda 

yozish mumkin bo’lib, (3) ni (2) ga qo’ysak, u holda qidirilayotgan optimal boshqaruv 

quyidagi ko’rinishda bo’ladi: 𝑢(𝑡) = 𝑙𝑠𝑖𝑛𝑔𝜉𝛹(𝑡)𝐵(𝑡) = 𝑙𝑠𝑖𝑔𝑛𝜉𝐺(𝑡)  va u 𝑝 ′ = 1 da 

formula bilan ustma-ust tushadi. Lekin, momentlar usuli 𝜉 ni izlash qaysi shartlarni 

keltirib chiqarishini bevosita ko’rsatib beradi. Bu faqat masalalarning momentlar usuli 

bo’yicha olingan yechimni maksimum prinsipi bo’yicha hosil qilingan yechimlaridan 

farqlab beradi. 
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